6 Vollstandige Induktion Losung

6.1 Gleichungen

Aufgabe 1

Induktionsanfang: no=1= Zi:l k=1= % = w

Induktionsvoraussetzung: 3 ,_, k= w
Induktionsbehauptung: ZZI} k= w

Induktionsbeweis:
n+1 n
k= E+(n+1) |Voraussetzung
k=1 =1
1
= % +(n+1)
= n(n+1) —2'— 2n+1) |(n + 1) Ausklammern
_ o) Uoemen
n+1)((n+1)+1
RS NCEIEDS e
Aufgabe 2
Induktionsanfang: no=1=3,_k*=1"=$ = 104+1)(2-141)
Induktionsvoraussetzung: >, _, k= %
Induktionsbehauptung;: EZI% k? = ("+1)((”“)21)(2("“)“)
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6 Vollstindige Induktion Lésung

Induktionsbeweis:
n+1 n
Z k= Z E 4 (n+1)* | Voraussetzung
k=1
_n(n+ 1)6(2n +1) +(n+1)?
= n(n+1)2n +61) +6(n +1)° |(n 4+ 1) Ausklammern
_ (n+1)(n(2n+1) 4+ 6(n+ 1))
6
= (n + 1)(271; +n+6) |Polynomdivision
= (n+1)(n —E 2)(2n+3) |Umformen
_ (n+1)((n+1)—;1)(2(n+1)+1) lqed

Aufgabe 3

Induktionsanfang: no=1= Y, ,2k=2-1=2=1>+1
Induktionsvoraussetzung: Y ;_ 2k = n*>+n
Induktionsbehauptung: > ;71 2k = (n+1)>+ (n+1)
Induktionsbeweis:

n+1
Z 2k = Z 2k+2(n+1 |Voraussetzung
=n’4+n+2n+1) | Ausmultiplizieren
=n’4+n+2n+2 |Umordnen
=n’+2n+1+n+1 |Binomische Formel
=(n+1)*+(n+1) |qed
Aufgabe 4
Induktionsanfang: no=1= Zk L k(k+1) = % — ﬁ
Induktionsvoraussetzung: Y /_; k(k+1) =
n+1 1 ntl

Induktionsbehauptung: ;7 D = iTT
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6.1 Gleichungen

Induktionsbeweis:

1 1
= Vi t
; R D) + CECEDES |Voraussetzung
n
= +
n+1l (n+1)(n+2)
- 1
:% | Ausmultiplizieren
2
_ntntl |Binomische Formel
(n+1)(n+2)
2
:& |Kiirzen
(n+1)(n+2)
_ntl |Umformen
n+2
n+1
A d
(n+1)+1 Jae
Aufgabe 5

Gesucht: Formeln fir 1+34+5+...+2n—-1=>7_ 2k —1
Finden der Vermutung:

1 3
d2k-1=1 > 2%k—1=9
k=1 k=1

2 4
> 2k-1=4 > 2k—1=16
k=1 k=1

Zu Zeigen: Y ;_ 2k—1=n?
Induktionsanfang: no=1
Induktionsvoraussetzung: Z§ 12k—1=mn
Induktionsbehauptung: > 77 2k —1= (n+ 1)

2

Induktionsbeweis:
n+1
Z 2k—1= Z 2k—142(n+1)—1 [nach Voraussetzung
=n’+2m+2-1 |Zusammenfassen
=n’+2n+1 |Binomische Formel
= (n+1) Jqed
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6 Vollstindige Induktion Lésung

Aufgabe 6

Gesucht: Formeln fiir 4 + 84+ 12+ ... +4n=2n(n+1) =3 ;_, 4k
Finden der Vermutung:

1 3
Z4k:4:2-1-2 Z4k:24:2-3-4
k=1 k=1
2 4
4k=12=2-2-3 Z4k:40:244-5
k=1 k=1

Zu Zeigen: >} 4k =2n(n+1)

Induktionsanfang: no=1

Induktionsvoraussetzung: Y ;_, 4k = 2n(n+ 1)
Induktionsbehauptung: 3 77] 4k = 2(n+1)((n+1) + 1)
Induktionsbeweis:

n+1 n

Z 4k = Z 4k +4(n+1) | Voraussetzung
k=1 k=1
=2n(n+1)+4(n+1) |2 Ausklammern
=2(n(n+1)+2(n+1)) |(n + 1) Ausklammern
=2(n+1)(n+2)
=2n+1)((n+1)+1) |ged
Aufgabe 7

Induktionsanfang: no=1=3Y,_,¢"=1+¢= UJT?_%;Q) = 171‘5’_1:1

Induktionsvoraussetzung: > ;_,q¢" = %
Induktionsbehauptung: Z:ié qk = %—tm
Induktionsbeweis:
n+1 n
Z " = Z ¢ +q" |Voraussetzung
k=0 k=0
1— n—+1 n
_ q +q +1
1—g¢g
1— n+1 1— n+1
= ( 4 )1+ ( 04 |Zusammenfassen
—q
1— n+2
L |Umformen
1—gq
1 — g{ntD+1
-7 |qed
1—¢q
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6.1 Gleichungen

Aufgabe 8

Induktionsanfang: no=1=Y,_, m % = ﬁ

Induktionsvoraussetzung: > | m Prsy

+1 1 _ n+1
Induktionsbehauptung: > ;7 GFDEET) = 20niD Tl
Induktionsbeweis:

n+1

1
> 2k — 1)(2k + 1)

k=1

1 1
:; k- 1)2k+ 1D @+ —DCm+ D+ 1)

|Voraussetzung
__n n 1
n+1 " (2n+1)(2n+3)
= % |Ausmultiplizieren
:%% |Polynomdivision
2 1 1

:% |Kiirzen

= 27;1 13 |Umformen

:2(712_7—;)1“ |qed
Aufgabe 9
Induktionsanfang: no=1=Y,_, = =2-3=2-142
Induktionsvoraussetzung: 3 ,_, % =2— "2n,2

Induktionsbehauptung: 3 771] =2 (";lﬁfa
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6 Vollstindige Induktion Lésung

Induktionsbeweis:
n+1 n
kE  n+1
Z o Z o + BTy |Voraussetzung
k=1
n+2 n+1
=2~ on + on+1
-2 2 1
=2+ (n+2)+(m+1) |Zusammenfassen
2n+1
_ —(n+3) .
=2+ EETE |(—) Vorziehen
_ (n+1)+2
Aufgabe 10

. . _ 0 2 _ 1 _ 20+1
Induktionsanfang: no=0=>,_, (5) =3-3=3 (1 )
Induktionsvoraussetzung: 3 ;_, (%) =3- (1 - (%)HH)

. n k n+1)+1
Induktionsbehauptung: k:é (7) =3- (1 — (%)( ) )
Induktionsbeweis:

n+1 2 k n+1
Z ( ) (5) ( ) |Voraussetzung
k=0
2 2\
=3-(1- 3 + (§> |R. Br. mit 3 erweitern
n+1
=3- <1 ; ) + 3337” |3 Ausklammern
n+1 n+1
- <1 42 )
3n+2
2n+1 + 2n+1
=3- <1 + 3072 )
—2.2"+
=3 <1 + 3ni2 ) |Potenzgesetze
=3. <1 ) |Umformen
(n+1)+1
=3-(1- |qed
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6.2 Teilbarkeitsprobleme
6.2 Teilbarkeitsprobleme

Aufgabe 1

Induktionsanfang: no = 1 = 89" — 1 < 8|8
Induktionsvoraussetzung: 89" — 1
Induktionsbehauptung: 89" ! — 1
Induktionsbeweis: (m, € N)

9"t _1=9.9" -1 |0-Erweiterung
=9-9"-9+9-1 |9 Ausklammern
=9.-(9"-1)+8 |Voraussetzung
=9-8-m1+8 |8 Ausklammern
=8 (9m1 +1)
=8 m2 |qed

Aufgabe 2

Induktionsanfang: no = 1 = 6|7' — 1 < 6|6
Induktionsvoraussetzung: 6|7" — 1
Induktionsbehauptung: 67" — 1
Induktionsbeweis: (m, € N)

7 1=7.7" 1 |0-Erweiterung
=7-7T"=7T47-1 |7 Ausklammern
=7-(7"-1)+6 |Voraussetzung
=7-6-m1+6 |6 Ausklammern
=6-(Tm1+1)
=6-mo |qed

Aufgabe 3

Induktionsanfang.: no = 1= a — 1]a' — 1
Induktionsvoraussetzung: a — 1|a™ — 1
Induktionsbehauptung: a — 1ja" " — 1
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6 Vollstindige Induktion Lésung

Induktionsbeweis: (m, € N)

a"tt—1=a-a" -1 |0-Erweiterung
=a-a"—a+a—1 |a Ausklammern
=a-(a"—1)4+(a—1) |Voraussetzung
=a-(a—1)-mi+(a—1) |(a — 1) Ausklammern
=(a—1)-(ami+1)
=(a—1) -m2 |qed
Aufgabe 4

Induktionsanfang: no =1 = 3|1° +6-1>+ 14 -1 & 3|21
Induktionsvoraussetzung: 3|n® + 6n? 4 14n
Induktionsbehauptung: 3|(n + 1) + 6(n + 1)* + 14(n + 1)
Induktionsbeweis: (m, € N)

(n+1)%+6(n+1)>+14(n+1)

=n® 430> +3n+1+6n° +12n 464 14n + 14 |Sortieren
=(n® +6n° + 14n) + 3n*> + 151 4 21 |Voraussetzung
=3-mq +3n” + 151 + 21 |3 Ausklammern
=3-(mi14+n>+5n+7)
=3-ma |qed

Aufgabe 5

Induktionsanfang: no =1 = 3|2 —1 & 34— 1< 3|3
Induktionsvoraussetzung: 3|2>" — 1
Induktionsbehauptung: 3\22("“) -1
Induktionsbeweis: (m, € N)

22t g9 |0-Erweiterung
=4.2"" 4441 |4 Ausklammern
=4-(2""-1)+3 |Voraussetzung
=4-3-m1+3 |3 Ausklammern
=3-(4dm1 +1)
=3-mq |qed
Aufgabe 6

Induktionsanfang: no = 1 = 6/1° — 1 < 6[0
Induktionsvoraussetzung: 6|n® —n
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6.3 Ungleichung

Induktionsbehauptung: 6|(n +1)* — (n + 1)
Induktionsbeweis: (m, € NUO0)

(n+1)°—(n+1)

=’ +3n° +3n+1-n—1 |Ordnen
=(n®—n)+3n°+3n |Voraussetzung
=6-m1 + 3n° + 3n |Annahme: 6|3n° 4 3n
26 my +6-ma

=6 - (m1 + m2)

=6-ms

Noch zu zeigen: 6|3n* + 3n

Induktionsanfang: no =1=6[3-1>+3-1 < 6|6
Induktionsvoraussetzung: 6/3n? + 3n
Induktionsbehauptung: 6/3(n + 1)® + 3(n + 1)
Induktionsbeweis: (m, € N)

3n+1)>+3(n+1)=3n"+6n+3+3n+3 |Ordnen
= (3n® 4 3n) +6n+6 |Voraussetzung
=6-mi +6n+6 |6 Ausklammern
=6-(mi+n+1)
=6-mso |qed
Aufgabe 7

Induktionsanfang: no = 1= 6|3-124+9-1 < 6|12
Induktionsvoraussetzung: 6|3n2 + 9n
Induktionsbehauptung: 6/3(n + 1)* + 9(n + 1)
Induktionsbeweis: (m, € N)

3n+1)2+9n+1)=3n"+6n+3+9n+9 |Ordnen
= (3n° +9n) + 6n + 12 |Voraussetzung
=6-m1 +6n+12 |6 Ausklammern
=6-(m1+n+2)
=6-m2 |qed

6.3 Ungleichung

Aufgabe 1 - Bernoulli-Ungleichung

Induktionsanfang: no=1= (14+2z)' =1+zx>1+1-2
Induktionsvoraussetzung: (1 +z)" > 1+ nx
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6 Vollstindige Induktion Lésung

Induktionsbehauptung: (1 +z)"™ > 1+ (n+ 1)z

Induktionsbeweis:
A+z)"'=1+2)" - 1+2) |Voraussetzung
>(1+nz) - (1+2) | Ausmultiplizieren
=1+ 2+ nz 4 na’ |z teilweise ausklammern
=14 (n+ 1)z +na’ |da na® >0
>1+ (n+ 1z |qed
Aufgabe 2

Induktionsanfang: ng = 6

n=>5= 52410 = 35 < 32 = 2° falsche Aussage
n==6= 62410 =46 < 64 = 2% wahre Aussage
Induktionsvoraussetzung: n? + 10 < 2"
Induktionsbehauptung: (n + 1)? 4 10 < 2"+

Induktionsbeweis:
(n+1)2+10=n>+2n+1+10 |Voraussetzung
<2"42n+41 |da 2n < 2n+1<n® n>3
|[Vgl. Aufgabe 3
<2"+n*+1 |da 1 < 10
<2"4+n”+10 |Voraussetzung
< 2"+ 2" |Zusammenfassen
=2.2" |Potenzgesetze
=ont! |qed
Aufgabe 3

Induktionsanfang: no =3=32=9>7=2-3+1
Induktionsvoraussetzung: n? > 2n + 1
Induktionsbehauptung: (n +1)? > 2(n+1) +1

Induktionsbeweis:

(n+1)*=n*+2n+1 |Voraussetzung
>2n+1+2n+1 |Ordnen
=2n+2+2n
=2(n+1)+2n |da 2n > 1 mit n € N
>2(n+1)+1 |qed
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6.3 Ungleichung

Aufgabe 4

Induktionsanfang: no = 5 = 2% = 32 > 25 = 52
Induktionsvoraussetzung: 2" > n?
Induktionsbehauptung: 2" > (n + 1)?

Induktionsbeweis:
2mtl —9m. 9 |Voraussetzung
>n’-2 lals Summe schreiben
=n’+n’ |n® > 2n +1 Vgl. Aufg. 3
>n’+2n+1 |Binomische Formel
= (n+1)? |qed
Aufgabe 5
i . — 2 1 1 _ V241 2 _
Induktionsanfang: no =2 = Zk:llﬁ =l+5=YF>5= V2
Induktionsvoraussetzung: ) ;_, 5> N
Induktionsbehauptung: ZZLI ik >vn+1
Induktionsbeweis:
n+1 n
1 1 1
— = — + Voraussetzun
2T v | :

1

> + ——
v vn+1

>vn+1

Noch zu zeigen:

1
— > Vn+1 Vn+1
\/ﬁ—&—m n |-vn

n-n+1)+1>n+1 -1
n24+n>n |n* Ausklammern
1 o .
n2|{l+—)>n [teilweise Wurzel ziehen
n

1
n\/;>n |+n, dan >0
1
\/: >1 |wahre Aussage Vn € N
n

|ged
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6 Vollstindige Induktion Lésung

Aufgabe 6

. L 3 11,1, 1_ 386 65 _ 13
Induktionsanfang: no =3 =7 _, TR T AT T 6= 150 > 156 = 34
Induktionsvoraussetzung: > ;_, n%rk > 18

n+1 1 S 13
k=1 (nt1)+k 24

Induktionsbehauptung:
Induktionsbeweis:

n+1 1
Z (7 |Indexverschiebung

= |Summanden abspalten

*zn: L + L + L |0-Erweiterun
T4ntk 201 2(n+1) &

_zn: 1 + L1 + ! + ! |Indexverschiebun
TZntk ntl ntl 201 2(n+t1) &

_z": L _ 1 + ! + ! |Voraussetzun
TZntk ntl 24l 2t 1) &

13 1 " 1 n 1
24 n+1 2n+1 2(n+1)
13 —(2n4+1)-2+42(n+1)+ (2n+1)

|Zusammenfassen

|weiter Zusammenfassen

24 2n+1)-2(n+1)
13 1 1
_ﬂ+(2n+1)«2(n+1) |da (2n+1)-2(n+1)>0
13
>51 |ged
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